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В работе, используя символьное вычисление на базе  пакета MATLAB, создан 

высокоточный алгоритм для сепарации дробно-рациональных матриц относительно 
мнимой оси и единичной окружности.   
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В последнее время с применением  новых компьютерных техноло-

гий и созданием новых пакетов прикладных программ точность результа-
тов решения некоторых класс задач значительно увеличилась. 

Следует особо отметить Symbolic Toolbox пакета MATLAB, про-
цедуры которого используют символьные вычисления. 

 Система символьных вычислений мощный программный продукт 
способный решать широкий круг задач с различным  уровнем вычисли-
тельной сложности, начиная от простых преобразований  выражений: по-
линомов, рядов, рациональных функций и формул, и вплоть до решения 
различных систем уравнений. У таких систем есть ряд преимуществ пе-
ред системами, которые производят вычисления численно. 

Большинство математических систем, используемых в работе с 
компьютером, являются численными системами. Такие результаты вы-
числений редко бывают абсолютно точными - как правило, при операции  
с вещественными числами происходит их округление. Реализация боль-
шинства численных методов базируется на заведомо приближенных чис-
ленных методах. Часто из-за накопления погрешности эти методы  расхо-
дятся. За приделами возможностей  численных математических систем 
оказались обширные области математики, связанные с проведением ана-
литических расчетов. Символьные операции – это то, что кардинально 
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отличает системы символьной математики от систем для выполнения 
численных расчетов. 

В данной работе, используя символьное вычисление на базе  паке-
та MATLAB, создан высокоточный алгоритм для сепарации дробно-
рациональных матриц относительно мнимой оси и единичной окружно-
сти.  Известно, что процедура  сепарации связано с нахождением нулей  
полинома [5, 6]. Следует отметить крайнюю неустойчивость корней неко-
торых полиномов как функций  от их коэффициентов. Многие задачи, 
включающие в себя нахождение нулей полиномов, требует точного  вы-
числения коэффициентов полиномов. Здесь рассматривается  вычисли-
тельный алгоритм  сепарации правильной дроби не связанный с нахожде-
нием корней полинома [1, 2, 4] и  предложен  алгоритм решения полино-
миальных уравнений.  
 

Постановка задачи 
Известно, что алгоритмы оптимизации в пространствах Харди 

включает процедуру представления  правильной дробно-рациональной 
матрицы в виде суммы двух матриц. Такая процедура реализуется путем 
нахождения корней полинома. 
Представим дробно-рациональную матрицу V  в виде 
                                   ,0 −+ ++= VVVV             
где 0V -полиномиальная матрица,  +V  и −V  дробно-рациональные матри-
цы, элементы которых являются правильными дробями с полюсами в ле-
вой и в правой полуплоскости, либо внутри и вне единичной окружности.   

Сепарация дробно-рациональные матрицы осуществляется поэле-
ментно, и может быть проведена без определения  нулей полинома путем 
вычисления проекторов на соответствующие инвариантные (корневые) 
подпространства. Но с вычислительной точки зрения этот подход не все-
гда является эффективным. В этой связи предложены алгоритмы, позво-
ляющие реализовать упомянутую  процедуру без нахождения корней по-
линомов [1,2,3 ].  

Элементы матрицы 0V   являются целыми частями  соответствую-
щих элементов матрицы V    и находятся в результате  деления числителя  
на знаменатель. Дробные части образуют матрицу 
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элементы которой  являются правильными дробями  njni ,...,2,1;,...,2,1 ==   
(степень числителя меньше степени знаменателя). 

Следует отметить, что поскольку элементы дробно-рациональной матри-
цы −+ +VV  не имеют полюсов на мнимой оси либо на единичной окружности, то 
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соответствующие проекторы сравнительно просто вычисляются с помощью  
матричной сигнум функции.  

Сепарация дробно-рациональных матриц относительно мни-
мой оси 

Рассмотрим алгоритм  сепарации в случае правильной дроби.  
Пусть  передаточная функция V  является правильной дробью  
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нули полиномов  )(),( 21 sasa  лежат  по разные стороны от мнимой оси, −ln  
степень полинома .,,2,1),( 2121 nnnnnlsal ≤=+=  

Предположим, что вычислен полином )(1 sa  (далее индексы ji,  опус-
каются). Из  )()()( 21 sasasa =  получаем 
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После определения )(1 sa  и )(2 sa  полиномы )(1 sb и )(2 sb  находятся из реше-
ния полиномиального уравнения 
                                     )()()()()( 2112 sbsasbsasb += .                                          (3) 
 
Опишем процедуру вычисления полинома ).(1 sa  Предположим, что .1)(1 =sb   

Представление в пространстве состояния правильной дроби 
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E -единичная матрица размерности 1−n . 
Предполагается, что матрица A  не имеет собственных значений на мнимой оси. 
Представим 1)( −− AEs  в виде 
                         −

−
−+

−− −+−=− AAAEsAAAEsAEs 11
*

1 )()()( . 
Неортогональные проекторы на инвариантном подпространстве матрицы 
A  обозначим как            
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Вычисление  signA  состоит из следующих шагов 
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1−A  существует, так как )(sa  не имеет нулей на мнимой оси. Вычислим ранг  
матрицы +AA  и −AA . 
        ;)(;)( −−++ == rAArankrAArank           ).,min(1 −+= rrn  
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С помощью QR-разложение матрицу приводим к треугольному виду (процедура 
qr.m пакета Matlab. )(],[ XqrUL = , U - верхняя треугольная матрица). Послед-
няя строка приведенной матрицы будет нулевой, а элементы последней строки 
матрицы U  - коэффициенты полинома )(1 sa  в порядке убывания степеней. Ес-
ли полином )(1 sa  вычисляется с некоторой ошибкой, то необходимо провести 
уточнения коэффициентов полинома ).(2 sa  
Таким образом, алгоритм сепарации правильной дроби относительно мнимой 
оси состоит из следующих шагов: 

1. Строится матрица (4) 
2. Согласно (5) вычисляются +A и .−A  
3. Формируется матрица X . 
4. Вычисление полинома     )(1 sa  
5. Определение полинома )(2 sa    согласно (2). 
6. При необходимости производится уточнения коэффициентов полиномов    

)(1 sa , )(2 sa . 
7. Решая  полиномиальное уравнение  (3) находятся полиномы   )(1 sb , 

)(2 sb . 
 

Для сепарации относительно окружности единичного радиуса модифицируется 
только первый шаг описанного алгоритма. В этом случае нули полиномов     

)(1 sa , )(2 sa  лежат по разные стороны от единичной окружности. Под −+ AA ,  
следует понимать проекторы на инвариантные подпространства матрицы ,A   
отвечающие  собственным значениям, лежащим внутри и вне единичной окруж-
ности. Эти проекторы вычисляются так   [1,4] 
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                 1))((),(
2
1),(

2
1 −

−+ +−=+=−= EAEABsignBEAsignBEA . 

1)( −+ EA  существует, т.к. )(sa  не имеет нулей на единичной окружности.  
 
Алгоритм решения полиномиальных уравнений 
 
Полиномиальное уравнение  имеет следующий вид 

                                             bbaba =+ 2112 .                                           (6) 
  
Здесь −baa ,, 21 заданные полиномы, −21,bb неизвестные полиномы от s . До-
пустим полиномы 1a  и 2a  взаимно простые. На основе алгоритма Евклида, по-
строен алгоритм решения полиномиального уравнения (6). Сущностью алгорит-
ма Евклида является нахождением  наибольшего общего делителя двух полино-

мов. Допустим, полином 2a  имеет большую степень, чем 1a . Разложим 
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где −nqqq ,...,, 10  полиномы.  
Это разложение выполняется с помощью алгоритма Евклида, т.е. после-
довательным делением полиномов. 
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Здесь ⋅ -степень полинома. Полиномы 2a  и 1a  взаимно простые полино-
мы,  их наибольшим общим делителем является полином нулевой степе-
ни, т.е. число ρ=nr .                                                                            
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Полиномы nqqq ,...,, 10  называются неполными частными, nrrr ,...,, 21  ос-
татки. 
         Обозначая через ik  и if  числитель и знаменатель −i ой подходящей 
дроби,  можно вывести следующие рекуррентные соотношения: 
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где .0;1,1;0 0101 ==== −− ffkk  
Решение  уравнения  (4)  имеет вид: 
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где −p  произвольный полином.  
Для получения минимального полинома 1b  достаточно найти остаток от 

деления полинома bfn
n 1)1(1 +−

ρ
 на 1a . 

11
1)1(1 bqabfn

n +=− +

ρ
 

соответствующий полином  2b  можно получить из полиномиального 
уравнения (6). 
 
Текст программы: 
 
function [X,Y]=solvpol(a,b,c) 
m=length(a) 
[q0,r1]=bolme1(a,b) 
delt=q0; 
n=length(r1) 
K1=q0;K0=[1]; 
F1=[1];F0=[0]; 
while n~=1 
    [q1,r2]= bolme1(b,r1); 
    n=length(r2); 
    ro=r2; 
    K2=polysum(vurma(K1,q1),K0); 
    K0=K1; 
    K1=K2; 
    F2=polysum(vurma(F1,q1),F0); 
    F0=F1; 
    F1=F2; 
    b=r1; 
    r1=r2; 
end 
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X=(1/ro)*(-1)^(m+1)*vurma(F2,c); 
Y=(1/ro)*(-1)^(m)*vurma(K2,c); 
%polysum(vurma(a,X),vurma(b,Y)) 
 
Эффективность алгоритма проиллюстрируем на следующем примере. 
 
Пример.   

Пусть полином, подлежащий сепарации имеет вид .
)1(

1
2 ks −   

Сепарация дроби  ks )1(
1

2 −  из-за наличия кратных корней имеет определенную 

трудность. В [5] точность нахождения кратного корня .10
16
k

−

  
Применяя вышеприведенный алгоритм при  различных значениях  получены 
следующие  результаты 
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Погрешность 0)( 21 =− aasa . 
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Таким образом, погрешность сепарации равна 
.0)( 21 =− aasa  

7=k  
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    1]-235581e540778496152509434892702726008547250546828489513230.14285714

1,-840034e514940884060461223845279431489181688826974592228200.58105468-

  375646,386445120002495383022588426769688762066812413285270.10673828

958893,604092446736857276704789737806408264886674899707480.11074218-

 1,-093182e552143311927290827602440338993156786055549337112560.67382812

 1,-518379e511354384265640822859492752443126876835374763313850.22558593-

 2,-43379e38386750587698117867130469987201645977399644085139.3222656240[2b

26261]4035100329210070930882039332828177958831935927021217.4999999-

19184,9975336104854465538732621436470248620984034958129071.1791992-

53625,02745157474113768758934035721913228618455100772066130.754394-

25668,74462628338786099488780870795280442336646688304706135.659179-

49481,6114384589732357539368742433158645672380022466554482.5439453-

 50352,0649505542501645037511255284165013418642405458178927.6342773-

763723,22405095605323591276430644937195039879960581402946-3.9477539[1b

791],3822269299302315362046422359845417575301148215214735.0000000-

8652,10597858653865310857219200780746201085550051485463245.000000-

  2530,11722061510513824082133626438120212573240015484527735.000000-

 44535,205260251248200551127784342385979868044700003914971225.00000-

17915,791285308869641704109168598167073484759000000804981225.00000-

68865,81000893478269488137843413646921870391750000130035735.000000-

65961,82641789466550118142948253443726656934230000015623245.000000-

 563128,83346289326978573272835656116394761209580000001115-35.000000[2

=

=

=a

 

Точность этих вычислений равна  012-1.8791e)( 21 =− aasa . Отсюда видно, 
что этот алгоритм дает более точные результаты. 
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KƏSR RASİONAL MATRİSLƏR ÜÇÜN SİMVOL  HESABLAMALARLA  
YÜKSƏK DƏQİQLİKLİ SEPARASİYA ALQORİTMİ 

 
L.F.AĞAMALIYEVA  

 
XÜLASƏ 

 
İşdə MATLAB Proqramlar paketinin bazasında simvol hesablamalardan istifadə et-

məklə kərs-rasional matrislərin xəyali oxa və vahid çevrəyə nəzərən yüksək dəqiqlikli sepa-
rasiya alqoritmi təklif olunmuşdur.  

 
Açar sözlər: separasiya, kəsr-rasional matrislər, yüksək dəqiqlikli alqoritmlər. 

 
HIGH-ACCURACY ALGORITHM FOR THE SEPARATION OF THE FRACTION-

AL-RATIONAL MATRICES USING SYMBOLIC COMPUTATIONS 
 

L.F.AGAMALIYEVA  
 

SUMMARY 
 

In the work high-accuracy algorithm is developed for the separation of the fractional-
rational matrices with respect to imaginary axis and unit circle on the base of MATLAB sym-
bolic computations.  

 
Key words: separation, fractional-rational matrices, high-accuracy algorithm. 
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